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積分法を用いた曲線 

𝒚 = −𝒂𝒙𝒏 + 𝒃の回転体の体積の規則性 
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１ 課題設定の理由 

 私たちは、円錐の体積を中学時に教わった(体積𝑉) =
1

3
× (底面積𝑆) × (高さ ℎ)という公式を用

いて求めることができる。この円錐は直線を 𝑦 軸を軸に回転させた立体と考えることができる。

次に、放物線を 𝑦 軸を軸に回転させた立体の体積を考えるが、円錐のような公式がないため、す

ぐには求めることができない。同様に、 𝑥 の 𝑛 次式(𝑛 ≥ 2)で表される曲線を 𝑦 軸を軸に回転さ

せた立体の体積もすぐには求めることができない。そこで私たちは、 𝑥 の 𝑛 次式：𝑦 = −𝑎𝑥𝑛 + 𝑏

で表される曲線を 𝑦 軸を軸に回転させた立体の体積を求めるための公式を探るため、この課題を

設定した。 

 

２ 仮説・理論 

 𝑦 = −𝑎𝑥𝑛 + 𝑏で表される曲線を 𝑦 軸を軸に回転させた立体の体積 𝑉 は、 𝑥 の指数 𝑛 と関連し

て規則性があるのではないか。また、円錐のように(体積𝑉) = (定数ｋ) × (底面積𝑆) × (高さ ℎ)

という公式にあてはまる定数 ｋ を 𝑛 を用いた式で表すことができるのではないかと予想した。 

本研究では、 𝑦 = −𝑎𝑥𝑛 + 𝑏 (𝑎 > 0,𝑏 > 0)で表される曲線を 𝑦 軸を軸に回転させた立体(以下、

回転体とする)を扱う。𝑦 = −𝑎𝑥𝑛 + 𝑏 のグラフは図１である。𝑦 切片 𝑏 ,𝑥 切片は以下の計算に

より √
𝑏

𝑎

𝑛
 である。   

        −𝑎𝑥𝑛 + 𝑏 = 0 

𝑎 > 0 より     𝑥𝑛 −
𝑏

𝑎
= 0 

          x = √
𝑏

𝑎

𝑛

 

本研究で扱う回転体は、 𝑦 = 0 で切り取る

面を底面とし、 𝑦  軸上の線分 OP(原点 O,点 

P(0，𝑏 )を高さとする図２のような立体であ

る。この回転体の体積は積分法を用いると、

以下の式で求めることができる。 

         V = ∫ 𝑥2𝑏

0
𝜋𝑑𝑦 

 

 

 

 

３ 研究方法 

  

図１        図２ 
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(1) 𝑆 = 4𝜋（半径𝑟 = 2），𝑎 = 1である曲線の回転体の体積から、定数 𝑘 を求める。 

(ア) ① 𝑦 = −𝑥 + 2，② 𝑦 = −𝑥2 + 4，③ 𝑦 = −𝑥3 + 8 のグラフを、𝑦 軸を軸として回転さ

せた立体の体積を、積分法を用いて求める。 

(イ) (ア)で求めた体積を、𝑉 = 𝑘𝑆ℎ の式に入れ、定数 𝑘 を求める。 

(2)  指数 𝑛 と定数 𝑘 の関係を比の式で表し、定数 𝑘 の規則性を考える。 

(3) (1)と同様にして、𝑦 = −𝑥𝑛 + 2𝑛 で表される曲線の回転体の体積を求め、定数 𝑘 を 𝑛 の

式で表す。 

(4) (1)と同様にして、𝑦 = −𝑎𝑥𝑛 + 𝑏 で表される曲線の回転体の体積を求め、定数 𝑘 を 𝑛 の

式で表す。 

 

４ 結果 

(1) 

① 𝑛 = 1 < 𝑦 = −𝑥 + 2 >  

のとき 

𝑉 = ∫ 𝑥2𝜋𝑑𝑦
2

0

 

= ∫ (2 − 𝑦)2𝜋𝑑𝑦
2

0

 

= [−
1

3
(2 − 𝑦)3]

0

2

𝜋 

= 0 − (−
1

3
× 23)𝜋 

=
8

3
𝜋 

𝑆 = 4𝜋，ℎ = 2 より， 

𝑘 =
1

3
 である。 

② 𝑛 = 2 < 𝑦 = −𝑥2 + 4 >  

のとき 

𝑉 = ∫ 𝑥2
4

0

𝜋𝑑𝑦 

= ∫ (4 − 𝑦)
4

0

𝜋𝑑𝑦 

= [−
1

2
(4 − 𝑦)2]

0

4

𝜋 

= 0 − (−
1

2
× 42)𝜋 

= 8𝜋 

𝑆 = 4𝜋， ℎ = 4 より， 

𝑘 =
1

2
 である。 

③ 𝑛 = 3 < 𝑦 = −𝑥3 + 8 > 

のとき 

𝑉 = ∫ 𝑥2𝜋𝑑𝑦
8

0

 

= ∫ (8 − 𝑦)
2
3

8

0

𝜋𝑑𝑦 

= [−
3

5
(8 − 𝑦)

5
3]

0

8

𝜋 

= 0 − (−
3

5
× 25)𝜋 

=
96

5
𝜋 

𝑆＝4𝜋，ℎ =  8 より， 

𝑘 =
3

5
 である。 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

            
図３：各曲線を 𝑦 軸を軸として回転させた立体 
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(2）① 𝑛 = 1 のとき     ②  𝑛 = 2 のとき     ③  𝑛 = 3 のとき 

𝑛: 𝑘 = 1:
1

3
         𝑛: 𝑘 = 2:

1

2
         𝑛: 𝑘 = 3:

3

5
 

= 3: 1           = 4: 1           = 5: 1 

 

この結果から 𝑛: 𝑘 = 𝑛 + 2: 1となり定数 𝑘 は 𝑘 =
𝑛

𝑛+2
 で表すことができると予想される。 

 

(3) 

𝑦 = −𝑥𝑛 + 2𝑛 のとき 

𝑉 = ∫ 𝑥2
2𝑛

0

𝜋𝑑𝑦 

= ∫ (2𝑛 − 𝑦)
2
𝑛

2𝑛

0

𝜋𝑑𝑦 

= [−
𝑛

𝑛 + 2
(2𝑛 − 𝑦)

𝑛+2
𝑛 ]

0

2𝑛

𝜋 

= 0 − {−
𝑛

𝑛 + 2
(2𝑛)

𝑛+2
𝑛 } 𝜋 

=
𝑛 × 2𝑛+2

𝑛 + 2
𝜋 

 

𝑆 = 4𝜋，ℎ = 2𝑛 より， 

𝑘 =
𝑛

𝑛+2
 である。 

 

(4) 

𝑦 = −𝑎𝑥𝑛 + 𝑏 のとき 

𝑉 = ∫ 𝑥2
𝑏

0

𝜋𝑑𝑦 

= ∫ (
𝑏 − 𝑦

𝑎
)

2
𝑛𝑏

0

𝜋𝑑𝑦 

= [−𝑎 ×
𝑛

𝑛 + 2
(

𝑏 − 𝑦

𝑎
)

𝑛+2
𝑛

]

0

𝑏

π 

= 0 − {−𝑎 ×
𝑛

𝑛 + 2
(

𝑏

𝑎
)

𝑛+2
𝑛

} π 

=
𝑎𝑛

𝑛 + 2
(

𝑏

𝑎
)

𝑛+2
𝑛

𝜋 

高さ 𝑏，底面積 (
𝑏

𝑎
)

2

𝑛
𝜋 より， 𝑘 =

𝑛

𝑛+2
 である。 
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５ まとめと今後の課題 

今回は、積分法を用いて、 𝑦 = −𝑎𝑥𝑛 + 𝑏 で表される曲線の回転体の体積を求めた。まず、底

面積 4𝜋  となるような曲線 𝑦 = −𝑥𝑛 + 2𝑛 (𝑛 = 1,2,3 )) を用いて回転体の体積を求めた。 定数 

𝑘 と 𝑥 の指数 𝑛 との間に規則性が見られ、定数 k は 𝑥 の指数 𝑛 を用いて、 𝑘 =
𝑛

𝑛+2
 と表さ

れると分かった。この規則性はより一般化した曲線 𝑦 = −𝑎𝑥𝑛 + 𝑏 の回転体の体積でも同様に見

られた。よって、 𝑦 = −𝑎𝑥𝑛 + 𝑏 で表される回転体の体積は、𝑉 =
𝑛

𝑛+2
𝑆ℎ となることが分かった。 

今後の課題として、円柱などの立体を回転させたものの体積を求め、その体積の規則性を見つ

けていきたい。さらに、自分たちで求めた 𝑘 =
𝑛

𝑛+2
 を活用する方法を探したい。 
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